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1 背景

近年，畳み込み構造を持つニューラルネットワークが様々なタスクにおいて高いパフォーマンスを示すことが実験的に明らかにな

り，その理論的な研究にも関心が高まっている．それらのタスクに共通する点として，データの高次元性がある．そのため，データ

の次元 dがサンプルサイズ nに比べて非常に大きな場合に，次元の影響を受けずに学習できる条件が理論的に重要となる．本研究で

は，拡張畳み込みニューラルネットワーク (拡張 CNN)が，異方平滑性を持つ関数を，次元に依存することなく推定することが可能

であることを示す．

2 研究内容

[0, 1]∞-値確率変数 Xi (i ∈ N)がある分布 PX に従い，yi は関数 f◦ : R∞ → R, σ > 0を用いて，

yi = f◦(Xi) + ξi (ξi ∼ N(0, σ2))

というモデルから生成されているとする．この時，観測値 (Xi, yi)
n
i=1 から，f

◦ を推定する回帰問題を考える．ただし，ある集合 A

に対して，A∞ := {(a1, . . . , ai, . . . ) : ai ∈ A} とした．また，ψli(xi) =


√
2 cos(2π|li|xi) (li < 0),

√
2 sin(2π|li|xi) (li > 0),
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と ψl :=
∏∞

i=1 ψli を用い

て，s ∈ N∞
0 に対して，δs(f)(X) :=

∑
⌈2si−1⌉≤li<2si ⟨f, ψl⟩L2([0,1]∞)ψl(X) で定義する．このとき，N∞

0 は各要素が自然数または 0

かつ，非 0要素数が有限の数列とする．ある γ : N∞
0 → Rに対して，γ-平滑空間は，∥f∥Fγ

p,θ
:=

(∑
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) 1

θ

を用いて，

Fγ
p,θ([0, 1]

∞) :=
{
f : [0, 1]∞ → R | ∥f∥Fγ

p,θ
<∞

}
と定義する.各要素が正の数列 aを用いて，γ(s) =

∑∞
i=1 aisi, γ(s) = max{aisi}∞i=1, の場合，それぞれ混合平滑，異方平滑と呼ば

れる．これ以降，紙面の都合上，異方平滑の場合についてのみ議論する．ここで，aの各要素はX の各座標軸方向の滑らかさを表し

ている．この関数空間は [1]で用いられた関数空間を一般化したものと言える．また，有限次元の場合は，これらの空間はそれぞれ

混合・異方ベゾフ空間と呼ばれ，その推定精度については，[3, 2]で議論されている．このとき，次の定理が成立する：

定理 1 (多項式オーダーの下での推定誤差).

q > 1を用いて，iq ≲ ai，γ(s) = maxi{aisi}i の場合，v = max
{

1
p − 1

2 , 0
}
, ã =

∑∞
i=1

1
ai
，vã < 1の下で，f◦ ∈ U(Fγ

p,θ) (p ≥
1, 1 ≤ θ ≤ 2)と，ある Bf > 0が存在して ∥f◦∥∞ ≤ Bf が成り立つような任意の関数 f◦ に対して，適当な CNNの集合 P̄ の中で
の経験誤差最小化元 f̂ について，

EPn [∥f̂ − f◦∥2L2(PX)] ≲ n
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が成立する．

この定理により，拡張 CNNを用いた異方平滑関数の推定誤差のオーダーは次元に依存せず，サンプルサイズ nと関数の異方平滑

係数 aに依存することがわかる.この定理は，多くの既存研究の実験結果が示すように，拡張 CNNが超高次元データを伴う回帰問

題を次元の影響を受けずに行うことができることを理論的に示している．また，同時に拡張 CNNは非線形関数回帰にも利用できる

ことを示唆している．
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